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1 Johdanto
Tässä työssä olen käsitellyt luvun pi kehityksen historiaa muinaisesta Egyp-
tistä n. 1650 eaa. aina nykypäivään saakka. Työ etenee pääosin kronologi-
sesti, mutta olen jakanut historian lukuihin pääasiassa laskentatapojen mu-
kaan. Luvun pi historiasta on löydettävissä karkeasti katsottuna neljä vaihet-
ta. Aluksi lukua pi arvioitiin ympyrän mittojen perusteella, jonka jälkeen lu-
vun arviointiin löydettiin geometriset keinot antiikin Kreikassa. 1700-luvulta
lähtien yleisimmin käytössä olivat analyyttiset metodit, kunnes tietokoneiden
keksimisen myötä 1900-luvulla pi:n likiarvon laskeminen helpottui ja nopeu-
tui huomattavasti.
Luvussa 2 olen lyhyesti esitellyt miten ympyrän kehän ja halkaisijan pi-
tuuksien suhdetta ylipäätään alettiin merkkaamaan symbolilla pi ja milloin
tämä tapahtui.
Lukuun 3 olen kerännyt tuloksia vanhoista uskonnollisista teksteistä, jois-
ta voidaan löytää luvulle pi arvio.
Luvussa 4 olen käynyt läpi ympyrän neliöimisen historiaa, sillä se on
vaikuttanut suuresti luvun pi kehitykseen, kun matemaatikot ovat aikojen
saatossa tätä ongelmaa pyrkineet ratkaisemaan.
Luvussa 5 käsitellään Arkhimedeen metodia, joka olikin lähes 2000 vuot-
ta pääasiallinen keino laskea pi:lle likiarvoja. Arkhimedeen metodi syrjäytet-
tiin vasta 1700-luvulla, kun analyysin keinot kehittyivät. Luvussa käydään
läpi myös muiden matemaatikkojen töitä, jotka pohjautuvat tai ovat hyvin
samankaltaisia Arkhimedeen metodin kanssa.
Luvussa 6 käyn läpi äärettömiä sarjoja, ketjumurtolukuja ja erilaisia sar-
jakehitelmiä. Ne ovat mahdollistaneet luvun pi likiarvon laskemisen nykypäi-
vään saakka sekä luvun pi irrationaalisuuden ja transkendenttisuuden todis-
tamisen.
Luvussa 7 esittelen, kuinka tietokoneiden keksiminen on vaikuttanut lu-
vun pi kehitykseen. Kehittyneiden algoritmien ja entistä tehokkaampien ko-
neiden ansiosta pi:lle on laskettu jo huimat yli 13 biljoonaa desimaalia.
Luku 8 on yhteenveto, jossa kahdessa taulukossa on esitelty tässä työssä
ilmi tulleita arvioita ja tuloksia.
Päädyin siihen, etten työssäni käsittele kaikkia aiheita kovin syvällisesti ja
pyri jokaista asiaa todistamaan. Todistettuihin tuloksiin olen pyrkinyt löytä-
mään mahdollisimman alkuperäisen version todistuksesta. Sen lisäksi pyrin
keskittymään asioihin, joita pystyisin tulevaisuudessa omassa opettajantyös-
säni hyödyntämään. Kokonaisuudessaan aihe oli mielestäni mielenkiintoinen,
sillä luku pi tulee oppilaiden tietoon jo heti 7. luokalla, ellei jo aiemmin. Tämä
työ hyödyttää minua, sillä nyt voimme tulevien oppilaideni kanssa hyvältä
pohjalta tutustua lukuun pi normaalia tarkemmin.
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2 Symboli pi
Symbolin pi historia on koottu pääasiassa teoksesta [1].
Luvun pi historiaa voidaan selvittää kauas muinaiseen historiaan saakka,
mutta itse symboli pi otettiin ensimmäistä kertaa käyttöön vasta 1700-luvulla.
pi on kreikkalaisten aakkosten 16. kirjain ja antiikin Kreikan aikana, kun
kirjaimet edustivat myös numeroita, merkittiin pi:llä lukua 80 [10].
Ensimmäisenä symbolia pi käytti nykyisessä takoituksessaan William Jo-
nes vuonna 1706 julkaistussa toksessaan Synopsis Palmariarum Mathesos.
Tosin Jonesin oman johdannon mukaan teoksen sisältö oli Machinin käden-
jälkeä, joten symbolin isän voitaisiin myös ajatella olevan Machin. Tätä aikai-
semminkin symbolia pi oli käytetty kuvaamaan ympyrään liittyviä mittoja.
Esimerkiksi yksi Wallisin opettajista oli käyttänyt symbolia pi kuvaamaan
puolta ympyrän kehän pituudesta.
Vielä tässä vaiheessa kyseisen symbolin käyttö ei kuitenkaan yleistynyt.
Esimerkiksi Bernoulli käytti kirjainta c ja Euler käytti ensin kirjainta p ja sit-
ten vielä kirjainta c. Vuonna 1736 Euler alkoi kuitenkin käyttämään symbolia
pi.
Lopullisesti symbolin käyttö yleistyi, kun Euler käytti sitä vuonna 1748
ilmestyneessä teoksessaan Introductio in analysin infitorium. Siinä hän mää-
rittelee symbolin pi kuvaavan puolta yksikköympyrän kehän pituudesta.
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3 pi uskonnollisissa teksteissä
3.1 pi Sulvasutrassa
Intialaisessa Sulvasutra-teoksessa on ohjeita erilaisten alttareiden rakentami-
seen köyden avulla. Vanhin säilynyt teos on ajalta 600 eaa. mutta alkupe-
räinen teos on luultavasti tätäkin vanhempi. Teoksesta löytyy ohjeita myös
ympyränmuotoisen alttarin rakentamista varten.[1]
Jos haluat muuttaa ympyrän neliöksi, jaa halkaisija kahdeksaan
osaan, ja jaa uudelleen yksi näistä kahdeksasta osasta 29 osaan;
näistä 29 osasta poista 28 ja vähennä jäljellä olevasta osasta kuu-
desosa, josta on vähennetty kahdeksasosa.
Tällöin halutun neliön sivun pituudeksi s tulee
s = d
(7
8
+
1
8 · 29 −
1
8 · 29 · 6 +
1
8 · 29 · 6 · 8
)
= d
9785
11136
.
Siten intialaisten arvio luvusta pi olisi ollut
pir2 = s2
1
4
pid2 = s2
pi =
4s2
d2
pi =
(9785
5568
)2
≈ 3, 0883 . . . .
Toinen esimerkki Sulvasutrasta löytyvästä ohjeesta kuuluu seuraavasti
Jaa halkaisija 15 osaan ja poista näistä kaksi. Tämä on suunnil-
leen halutun neliön sivun pituus.
Tässä tapauksessa neliön sivu olisi siis 13/15, joten pi:n likiarvo tällöin olisi
4(13/15)2 ≈ 3, 0044 . . ..[5]
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3.2 pi Raamatussa
Myös raamatusta voidaan löytää arvio luvulle pi. Kuningas Solomon oli mää-
rännyt arkkitehti Hiramin rakentamaan pyöreän vesialtaan, jonka mittoja
kuvaillaan raamatun kohdassa 1. Kun. 7:23 seuraavasti
Hiram valoi myös pyöreän altaan, jota kutsuttiin mereksi. Se oli
reunasta reunaan kymmenen kyynärän levyinen, korkeutta sillä
oli viisi kyynärää, ja vasta kolmenkymmenen kyynärän pituinen
mittanuora ulottui sen ympäri.
Tämän jakeen perusteella luvulle pi saataisiin arvio 30/10 = 3 ≈ pi, mikä
on aika kaukana luvun pi oikeasta arvosta. Lisäksi tuona aikana (550 eaa.)
tunnettiin jo huomattavan paljon tarkempiakin arvioita luvulle pi [1].
Altaan rakentamista kuvataan myös toisessa raamatun kohdassa (2. Aik.
4:2). 1700-luvun lopulla rabbi Vilnan gaon tutki raamtun tekstejä ja teki
huomattavan löydön. Verrattuna toisiinsa, oli sana 'mittanuora' kirjoitettu
jakeissa eri tavoin. Hän käytti vanhaa Raamatun analysointi tapaa, jossa
heprealaisille kirjaimille annetaan niitä vastaavat numeroarvot. Tulokseksi
hän sai, että Ensimmäisessä kuninkaiden kirjassa sanan 'mittanuora' arvo on
111 ja Toisessa aikakirjassa se on 106. Tämän jälkeen hän laski näiden kah-
den luvun suhteen ja sai 111
106
≈ 1, 0472, jonka hän ajatteli olevan tarpeellinen
korjauskerroin. Kun nyt kerrotaan raamatun arvio luvusta pi tällä korkaus-
kertoimella saadaan 3 · 1, 0472 = 3, 1416, joka onkin luvun pi likiarvo neljän
desimaalin tarkkuudella.[10]
4
4 Ympyrän neliöiminen
Ympyrän neliöimisen historia on koottu pääasiassa Pro gradu -tutkielmasta[9].
Ympyrän neliöiminen oli yksi kolmesta antiikin ajan suurimmasta on-
gelmasta. Kaksi muuta ongelmaa käsittelivät kuution kahdentamista, eli py-
rittiin konstruoimaan kuutio, jonka tilavuus olisi kaksinkertainen alkuperäi-
seen kuutioon nähden, ja kulman jakamista kolmeen yhtä suureen osaan.
Ympyrän neliöimisessä oli tarkoitus konstruoida vain harppia ja viivoitinta
käyttäen pinta-alaltaan samankokoiset ympyrä ja neliö. Samalla, kun mate-
maatikot yrittivät ratkaista tätä ongelmaa, laskettiin siinä sivussa luvulle pi
lukuisia eri likiarvoja.
Lopulta 1700-1800-luvulla ympyrän neliöiminen todistettiin mahdotto-
maksi, kun todistettiin, että luku pi on sekä irrationaalinen (Lambert 1766)
että transkendenttinen (Lindemann 1882)[1]. Alla todistus pi:n irrationaali-
suudesta Nivenin mukaan[6]. Eräs todistus pi:n transkendenttisuudesta löytyy
esimerkiksi pro gradu -tutkielmasta [9].
Lause 4.1. Luku pi on irrationaalinen.
Todistus. Oletetaan, että on olemassa kokonaisluvut a ja b siten, että pi =
a
b
. Määritetään nyt funktio, joka riippuu näistä kokonaisluvuista ja n ∈ Z
seuraavasti
f(x) =
xn(a− bx)n
n!
.
Tällä funktiolla on seuraavat ominaisuudet
f(0) = 0,
f(pi − x) = f(a/b− x)
=
(a/b− x)n(a− b(a/b− x))n
n!
=
(a/b− x)n(bx)n
n!
=
xn(a− bx)n
n!
= f(x)
Todetaan myös, että jos f derivoidaan k kertaa f (k)(0) on aina kokonaislu-
ku. Huomataan, että n!f(x) = xn(a− bx)n. Binomiteorian mukaan (a− bx)n
voidaan aukaista polynomiksi siten, että sillä on vain kokonaislukukertoimia,
joiden potenssit ovat välillä 0 - n. Jokainen termi kerrotaan tämän jälkeen
5
termillä xn, joten lopullisen polynomin n!f(x) kertoimien potenssit vaihtele-
vat n ja 2n välillä. Nyt, jos derivoidaan k kertaa ja 0 < k < n ei funktiolla
f (k)(x) ole vakiotermejä, joten f (k)(0) = 0. Samoin, jos derivoidaan 2n ker-
taa tai enemmän, katoavat kaikki termit, joten edelleen f (k)(0) = 0. Kun
derivoidaan k kertaa, n ≤ k < 2n, jää polynomiin yksi termi, jota ei kerrota
x:llä. Tämä termi on muotoa k! · c, missä c on jokin kokonaisluku. Tällöin
f (k)(x) = k!/n! · c, mikä on välttämättä kokonaisluku, sillä k > n.
Ketjusäännön nojalla
f ′(x) = −f ′(pi − x) ja f (2)(x) = f (2)(pi − x),
ja yleisesti
f (k)(x) = (−1)kf (k)(pi − x).
Koska f (k)(0) on aina kokonaisluku ja f (k)(0) = (−1)kf (k)(pi) on f (k)(pi) myös
kokonaisluku.
Määritellään nyt funktio F (x) funktion f(x) parillisten derivaattojen
avulla seuraavasti
F (x) = f(x)− f (2)(x) + f (4)(x) + . . .+ (−1)nf (2n)(x).
Nyt funktiolla F (x) on hyödyllisiä ominaisuuksia. Funktion F (x) ar-
vot F (0) ja F (pi) ovat kokonaislukuja, sillä funktion f derivaatat ovat ko-
konaislukuja kohdissa 0 ja pi ja F (x) on näiden kokonaislukujen summa.
Voidaan todeta myös, että F (x) + F (2)(x) = f(x). Edellinen pätee, koska
F (2)(x) = f (2)(x)− f (4) + . . . + (−1)nf (2n+2)(x). Viimeisen termin on oltava
0, koska f(x) derivoidaan yli 2n kertaa. Kaikki muut derivaatat ovat vas-
takkaismerkkisiä verrattuna funktioon F (x), joten kun nämä kaksi funktiota
lasketaan yhteen, jää jäljelle enää f(x).
Tutkitaan nyt funktion F ′(x) sinx− F (x) cosx derivaattaa
d
dx
(F ′(x) sinx− F (x) cosx)
= F (2)(x) sinx+ F ′(x) cosx− F ′(x) cosx+ F (x) sinx
= F (2)(x) sinx+ F (x) sinx
= (F (2)(x) + F (x)) sinx
= f(x) sinx.
Nyt analyysin peruslauseen avulla saadaan arvo määrätylle integraalille
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∫ pi
0
f(x)(sinx)dx
=
pi
0
F ′(x) sinx− F (x) cosx
= F ′(pi) sinpi − F (pi) cospi − (F ′(0) sin 0− F (0) cos 0)
= F (pi) + F (0).
Aiemmin todettiin jo, että F (pi) ja F (0) ovat molemmat kokonaislukuja. Näin
ollen myös
∫ pi
0
f(x)(sinx)dx on kokonaisluku.
Tarkastellaan nyt funktiota f(x) sinx, kun 0 < x < pi. Tiedetään, että
tällöin funktio on aina positiivinen. Tiedetään myös, että tällä välillä sinx
arvot ovat 0 ja 1 välissä. Täten f(x) sinx < f(x).
Tarkastellaan nyt funktiota f(x) = xn(a− bx)n/n!. Huomataan, että kun
0 < x < pi, (a − bx) < a. Joten (a − bx)n < an. Samoin 0 < xn < pin, kun
0 < x < pi.
Kun kaikki edellinen kooteen yhteen, saadaan
0 < f(x) sinx <
anpin
n!
.
Kun integroidaan näistä funktioista jokainen 0 ja pi välillä saadaan
0 <
∫ pi
0
f(x) sinx <
anpin+1
n!
.
Nyt jos n lähestyy ääretöntä lähestyy oikeanpuoleinen murtoluku kohti lukua
0, sillä
lim
n→∞
anpin+1
n!
= lim
n→∞
(anpin+1) · lim
n→∞
1
n!
=∞ · 0 = 0.
Eli, kun n on tarpeeksi iso, on integraalin oltava 0 ja 1 välissä.
Siis, jos pi on rationaaliluku, integraali
∫ pi
0
f(x) sinx olisi samalla koko-
naisluku ja 0 ja 1 välissä. Tämä on ristiriita, joten pi on irrationaalinen.

Vaikka itse ympyrän neliöimisen ongelma nimettiin vasta antiikin Krei-
kassa, voidaan ympyrän neliöimisen historian ajatella lähteneen muinaisesta
Egyptistä. Ahmesin kirjoittama Rhindin Papyrus (n. 1650 eaa.) toteaa, et-
tä neliön, jonka sivun pituus on 8/9 osaa ympyrän halkaisijasta, on sama
pinta-ala, kuin kyseisellä ympyrällä. Nykymatematiikan avulla pinta-alojen
kaavoista saadaan seuraava yhtälö
7
pi
(d
2
)2
=
(8d
9
)2
pi
d2
4
=
64d2
81
pi =
256
81
≈ 3, 16049 . . . .
Tuloksesta nähdään, että Ahmesin arvio oli jo kohtalaisen lähellä pi:n todel-
lista arvoa. [1]
Edellisessä luvussa mainitut Sulvasutran ohjeet voidaan myös ajatella
eräiksi ratkaisuiksi ympyrän neliöimistä koskien. Sulvasutrien kirjoittajat ei-
vät kuitenkaan millään tavoin perustelleet tai todistaneet väitteitään.
Antiikin Kreikassa pohdittiin tätä ongelmaa hyvin paljon. Esimerkiks Di-
nostratus käytti noin vuotta 350 eaa. ongelman ratkaisemiseen kvadratrix-
käyrää, jonka Hippias oli kehittänyt noin 420 eaa.
Kuva 1: Kvadratrix-käyrän konstruointi.
Olkoon piste Q ympyrän kaarella AB ja piste R janalla OB, siten, et-
tä O on ympyrän keskipiste. Piirretään pisteeseen R janalle OB normaali.
Nyt säteen OQ ja pisteeseen R piirretyn normaalin leikkauspiste P piirtää
kvadratrix-käyrän, kun piste R lähtee pisteestä O ja Q lähtee pisteestä A
samaan aikaan siten, että molemmat pisteet saavuttavat pisteen B samanai-
kaisesti. Käyrä lähestyy janan OA pistettä S siten, että pätee 2OA/pi = OS.
Tästä voitaisiin sitten laskea luvulle pi likiarvo.
Vuoden 450 eaa. tienoilla Antifon yritti ratkaista ympyrän neliöimisen
ongelmaa seuraavasti. Hän piirsi ympyrän sisäpuolelle neliön, jonka sivuille
hän piirsi keskinormaalit. Näiden keskinormaalien avulla hän piirsi ympyrän
8
sisään kahdeksankulmion. Hän jatkoi sivujen lisäämistä vastaavalla tavalla ja
huomasi monikulmion piirin lähestyvän ympyrän kehää. Koska monikulmion
pystyi neliöimään, uskoi hän että myös ympyrä pystyttäisiin neliöimään. Tä-
mä tarkastelu tosin huomattiin vääräksi jo Antifonin aikaan.
Samoihin aikoihin Hippokrates onnistui neliöimään kahden eri säteisen
ympyrän rajaaman kuunsirpin muotoisen alueen. Hän yritti tämän jälkeen
löytää sopivia neliöitäviä kuunsirppejä, joiden avulla hän pystyisi neliöimään
ympyränkin, mutta ei tietenkään siinä onnistunut.
Euroopassa keskiajalla Franco von Lüttich julkaisi teoksessaan De qua-
dratura circuli todistuksen ympyrän neliöinnistä. Hän tosin käytti todistuk-
sessaan pi:lle likiarvoa 22/7 ja ympyrää, jonka halkaisija oli 14. Tällöin ne-
liön sivun pituudeksi tulisi
√
154, eikä Lüttich osannut tätä laskea. Hän esitti
asiasta kuitenkin geometrisen konstruktion.
1600-luvulla Descartes vahvisti algebran ja geometrian yhteyttä. Hän
myös todisti kaksi muuta aiemmin mainittua antiikin ongelmaa mahdotto-
miksi. Tosin täsmälliset todistukset näistä saatiin vasta 1800-luvulla. Descar-
tesin aikoihin tehtiin myös paljon virheellisiä kehitelmiä, etenkin juuri kek-
sittyjen differentiaali- ja integraalianalyysin avulla. Näihin aikoihin osa ma-
temaatikoista alkoi myös jo pohtia ympyrän neliöimisen mahdottomuutta.
Vuonna 1766 Lambert todisti ensimmäisenä pi:n irrationaalisuuden ja täl-
löin myös suurin osa matemaatikoista alkoi käänytä ympyrän neliöimisen
mahdottomuuden kannalle. Osa kuitenkin vielä jatkoi neliöimisen yrittämis-
tä, sillä esimerkiksi
√
2 on konstruoitavissa huolimatta siitä, että se on irra-
tionaaliluku.
Vihdoin vuonna 1882 Lindemann todisti luvun pi olevan trankendentti-
nen ja samalla todisti ympyrän neliöinnin olevan mahdotonta. Silti edelleen-
kin saapuu matemaatikoiksi haluavilta ympyrän neliöinnin ratkaisuyrityksiä
tarkastettavaksi.
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5 Arkhimedeen metodi
Jo babyloninassa, noin 2000 - 600 eaa., arvioitiin lukua pi ympyrän sisään piir-
retyn säännöllisen kuusikulmion avulla. Vuonna 1936 löydettiin Susan alu-
eelta vanhoja matemaattisia tauluja, joista nykymatematiikan avulla saatiin
laskettua, että babylonialaisten arvio luvusta pi oli 25
3
= 3, 125. [10]
Säännöllisten monikulmioiden käytön luvun pi laskemisessa teki yleiseksi
kuitenkin vasta Arkhimedes noin 250 eaa. Arkhimedeen metodi olikin ympä-
ri maailmaa pääasiallinen tapa laskea desimaaleja luvulle pi lähes seuraavat
2000 vuotta [1]. Hän huomasi, että kun säännöllisen monikulmion sivut li-
sääntyivät, lähestyi monikulmion piirin pituus sen ympäri piirretyn ympyrän
kehän pituutta. Kun tutkitaan ympyrää, jonka halkaisija on 1, lähestyy mo-
nikulmion piirin pituus siis lukua pi. Monikulmion pitää olla piirretty siten,
että sen kaikki kärkipisteet ovat ympyrän kehällä. Samoin Arkhimedes huo-
masi, että myös ympyrän ulkopuolelle piirretyn säännöllisen monikulmion
piirin pituus lähestyy lukua pi, kun monikulmion sivut lisääntyivät. Tällöin
monikulmion sivut koskettavat ympyrän kehää.
Kuva 2: Monikulmion sivut lähestyvät ympyrän kehää.
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Tämän metodin avulla Arkhimedes määritti luvun pi olevan välillä [310
71
, 31
7
].
Hän aloitti laskemisen säännöllisillä kuusikulmioilla aina kaksinkertaistaen
monikulmion sivujen määrän. Lopullisen tuloksensa hän laski 96-sivuisilla
monikulmioilla.
Arkhimedeen metodia varten tarvitsee todistaa seuraava Eukleideen ke-
hittämä lause.
Lause 5.1. Jos suora viiva puolittaa kolmion kulman ja leikkaa yhden sen
sivuista on leikatun sivun osien suhde sama, kuin jäljelle jääneiden sivujen
suhde.
Todistus. Tarkastellaan 4ABC, jonka ∠BCA puolittaa jana CD. Tällöin
BC
CA
= BD
DA
. Tämän todistaaksemme piirretään pisteestä B lähtevä jana, joka
on yhdensuuntainen janan CD kanssa. Jatketaan myös janaa AC, jolloin
nämä kaksi janaa kohtaavat pisteessä E.
Kuva 3: Kolmio ABC ja lisäjanat CD, BE ja AE.
Tällöin
• ∠DCA = ∠BEC (samankohtaiset kulmat)
• ∠DCA+ ∠BCD + ∠BCE = 180o (suplementtikulmat)
• ∠BCE + ∠BEC + ∠CBE = 180o (kolmion kulmien summa).
Nämä yhdistämällä saadaan
∠DCA+ ∠BCD + ∠BCE = ∠BCE + ∠BEC + ∠CBE
∠DCA+ ∠BCD = ∠BEC + ∠CBE
∠DCA+ ∠BCD = ∠DCA+ ∠CBE (samankohtaiset kulmat)
∠BCD = ∠CBE.
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Siis 4BCE on tasakylkinen. Koska kolmioilla DCA ja BEA on ainakin
kaksi samankokoista kulmaa, ovat ne yhdenmuotoisia ja niiden vastaavien
sivujen suhteet yhtä suuret. Voidaan siis kirjoittaa
BA
AE
=
DA
AC
⇔ BA
DA
=
AE
AC
.
Koska BA = BD +DA ja AE = AC + CE, saadaan
BD +DA
DA
=
AC + CE
AC
BD
DA
+
DA
DA
=
AC
AC
+
CE
AC
BD
DA
+ 1 = 1 +
CE
AC
BD
DA
=
CE
AC
BD
DA
=
CB
AC
(tasakylkinen kolmio)[8].

5.1 Ympyrän ulkopuolelle piirretyt monikulmiot
Tarkastellaan ensin ympyrän ulkopuolelle piirrettyjä monikulmioita.
Kuva 4: Ympyrä, jonka ulkopuolelle on piirretty kuusi- ja 12-kulmiot.
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Olkoon AB ympyrän halkaisija ja O ympyrän keskipiste. Olkoon AC
ympyrän tangentti pisteessä A ja ∠AOC kolmasosa suorasta kulmasta. Kun
oletetaan, että CF = 2 · CA, on CF ympyrän ympäri piirretyn kuusikul-
mion sivu. Äsken todistetun Eukleideen lauseen perusteella Arkhimedes teki
huomion
CO +OA
OA
=
CD +DA
DA
=
CA
DA
⇔ CO +OA
CA
=
OA
DA
. (1)
Pythagoraan lauseen avulla Arkhimedes selvitti keinon laskea suhde OD
DA
seuraavasti
OA2 + AD2 = OD2 ⇒ OA
2
AD2
+ 1 =
OD2
AD2
⇒
√
OA2
AD2
+ 1 =
OD
AD
. (2)
Koska antiikin Kreikassa oli hyvin tarkkaan tutkittu säännöllisten kuusi-
kulmioiden geometrisia ominaisuuksia, oli Arkhimedeella seuraavat lähtöar-
vot valmiina
OA : AC > 265 : 153
OC : CA = 306 : 153.
Puolitetaan nyt ∠AOC janalla OD siten, että piste D on janalla AC.
Kaavojen 1 ja 2 perusteella
OA : AD > 571 : 153
OD : DA > 591
1
8
: 153.
Jos haluttaisiin laskea vain 12-kulmion piirin pituus, pysähdyttäisiin tä-
hän. Arkhimedes jatkoi tästä kuitenkin vielä 24, 48 ja siitä 96-kulmioon.
Seuraavaksi siis puolitetaan ∠AOD janalla OE siten, että piste E on janal-
la AD. Nyt edellisessä vaiheessa saatujen arvojen perusteella ja soveltamalla
kaavoja 1 ja 2 saadaan
OA : AE > 1162
1
8
: 153
OE : EA > 1172
1
8
: 153.
Puolitetaan edelleen ∠AOE janalla OG siten, että piste G on janalla AE.
Edellisten nojalla saadaan
OA : AG > 2334
1
4
: 153
OG : GA > 2339
1
4
: 153.
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Viimeiseksi puolitetaan ∠AOG janalla OH siten, että piste H on janalla
AG. Edelleen saadaan
OA : AH > 4673
1
2
: 153.
Koska ∠AOC oli kolmasosan suorakulmasta ja kulma puolitettiin neljä
kertaa, on ∠AOH 1/48 osa suorasta kulmasta. Piirretään nyt ∠AOI janan
AO toiselle puolelle siten, että se on yhtä suuri ∠AOH kanssa ja että janan
AH jatke kohtaa janan OI pisteessä I. Tällöin ∠HOI on 1/24 osa suorasta
kulmasta. Tällöin HI on yksi ympyrän ulkopuolelle piirretyn 96-kulmion
sivuista.
Nyt koska AB = 2OA, HI = 2GH ja OA : AH > 46731
2
: 153 saadaan
Ympyrän halkaisija
96-kulmion piiri
=
AB
96 ·GH >
46731
2
14688
Mutta
14688
46731
2
= 3
6671
2
46731
2
< 3
6671
2
46721
2
= 3
1
7
.
Näin ollen, koska ympyrän kehän pituus on pienempi, kuin monikulmion
piirin pituus on kehän pituus alle 31
7
kertaa halkaisijan AB pituus. Ja luku
pi siis alle 31
7
. [3]
5.2 Ympyrän sisäpuolelle piirretyt monikulmiot
Siirrytään seuraavaksi tarkastelemaan ympyrän sisäpuolelle piirrettyjä sään-
nöllisiä monikulmioita.
Kuva 5: Puolet ympyrästä, jonka sisään on piirretty kuusi- ja 12-kulmiot.
Olkoon nyt jana AB jonkin ympyrän halkaisija. Piirretään jana AC siten,
että piste C on ympyrän kehällä ja ∠CBA on kolmasosan suorasta kulmasta.
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Piirretään jana myös pisteiden B ja C välille. Puolitetaan nyt ∠CBA janalla
BD siten, että piste D on ympyrän kehällä ja janat BD ja AC leikkaavat
pisteessä d. Piirretään jana myös pisteiden A ja D välille. Nyt ∠ABD =
∠dBC = ∠dAD ja kulmat pisteiden C ja D kohdalla ovat suoria kulmia.
Tästä seuraa, että kolmiot ADB, BCd ja ADd ovat yhdenmuotoiset. Tällä
perusteella Arkhimedes kehitti seuraavan kaavan
BD : DA = AD : Dd (3)
= BA : Ad (Eukleides)
= BA+BC : Ad+ Cd
= BA+BC : AC.
Ja taas Pythagoraan lauseen avulla saadaan
BD2 +DA2 = BA2 ⇒ BD
2
DA2
+ 1 =
BA2
DA2
⇒
√
BD2
DA2
+ 1 =
BA
AD
. (4)
Kuusikulmion perusteella Arkhimedes käytti alkuarvoja
BC : CA < 1351 : 780
AB : AC = 1560 : 780.
Ja kaavojen 3 ja 4 perusteella saadaan
BD : DA < 2911 : 780
BA : AD < 3013
3
4
: 780.
Seuraavaksi puolitetaan ∠ABD janalla BE, siten että piste E on ym-
pyrän kehällä. Piirretään myös jana pisteiden A ja E välille. Soveltamalla
kaavoja 3 ja 4 ja käyttämällä edellä saatuja tuloksia saadaan
BE : EA < 1823 : 240
BA : AE < 1838
9
11
: 240.
Puolitetaan taas ∠ABE janalla BF siten, että piste F on ympyrän ke-
hällä. Edellisten nojalla saadaan
BF : FA < 1007 : 66
BA : AF < 1009
1
9
: 66.
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Puolitetaan vielä ∠ABF janalla BG siten, että piste G on ympyrän ke-
hällä. Saadaan
BG : GA < 2016
1
6
: 66
BA : AG < 2017
1
4
: 66.
Nyt ∠ABG on 1/48 osa suorasta kulmasta. Näin ollen ∠AOG on 1/24 osa
suorasta kulmasta kehäkulmalauseen mukaan, kun O on janan AB keskipiste.
Siis jana AG on ympyrän sisään piirretyn 96-kulmion yksi sivu. Tällöin
Ympyrän halkaisija
96-kulmion piirin pituus
=
AB
96 · AG =
20171
4
6336
Mutta
6336
20171
4
= 3
2841
4
20171
4
> 3
10
71
.
Näin ollen on ympyrän kehän pituus siis suurempi, kuin 310
71
kertaa hal-
kaisijan pituus. Ja siis luku pi on suurempi, kuin 310
71
. [3]
5.3 Liu Huin metodi
Noin vuonna 260 Kiinassa käytettiin luvusta pi yleisesti arviota 3. Kiinalainen
matemaatikko Liu Hui kuitenkin huomasi, ettei tämä arvio ole oikea. Hän
teki tämän huomion tapauksessa, jossa ympyrän, jonka säde on yksi, sisälle
on piirretty säännöllinen 12-kulmio. Tässä tapauksessa käytettäessä kiina-
laisten arviota, olisi ympyrän pinta-ala 3. Liu pystyi kuitenkin laskemaan
monikulmion pinta-alan tarkasti (joka oli pienempi, kuin ympyrän pinta-ala)
ja huomasi tämänkin olevan 3. Siis ympyrän pinta-alan on pakko olla suu-
rempi.
Toisin kuin Arkhimedes Liu käytti luvun pi arviointiin vain ympyrän si-
sään piirrettyjä säännöllisiä monikulmioita. Mutta kuten Arkhimedeskin hän
lähti 6-kulmiosta ja aina kaksinkertaisti monikulmion sivut. Tutkitaan seu-
raavaksi siis r-säteisen ympyrän sisälle piirrettyä säännöllistä n-sivuista mo-
nikulmiota. Olkoon cn n-sivuisen monikulion sivun pituus ja an ympyrän
keskipisteen ja monikulmion sivun välisen janan pituus, kun jana on suo-
rassa kulmassa monikulmion sivuun nähden. Olkoon vielä An n-kulmion
kokonaispinta-ala.[5]
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Kuva 6: r-säteisen ympyrän sisälle piirretyt n- ja 2n-sivuiset monikulmiot.
Yleisesti saadaan
an =
√
r2 −
(cn
2
)2
ja c2n =
√(cn
2
)2
+ (r − an)2.
Tällöin siis monikulmion, jossa on kaksinkertainen määrä sivuja alkuperäi-
seen nähden, pinta-ala on
A2n = 2n
1
2
cn
2
r =
1
2
nrcn.
Liu aloitti laskemisen kuusikulmioilla ja jatkoi aina 192-kulmioihin. Las-
kujensa perusteella hän haarukoi ymyrän pinta-alan A välille
314
64
625
= A192 < A < A96 + 2(A192 − A96) = 314169
625
.
Ylärajan laskuilleen Liu sai, kun hän lisäsi n-kulmion pinta-alaan 2n kertaa
sivujen r−an ja cn/2määräämän suorakulmion pinta-alan. Lopuksi Liu asetti
laskujensa pohjalta seuraavan arvion
A ≈ A192 + 36
625
.
Tästä hän päätyi arvioon luvulle pi
pi ≈ 314 +
4
25
102
= 3, 1416.
Valitettavasti Liu Hui ei antanut mitään perusteluja edellä esitetyille ar-
vioilleen. Lui Hui oli Arkhimedeen kanssa ainoita antiikin ajan matemaati-
koita, jotka laskivat luvulle pi sekä ala- että ylärajan [1].
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5.4 Cusanuksen käänteinen metodi
Nicolaus Cusanus oli 1400-luvulla elänyt saksalainen filosofi ja matemaatik-
ko. Hän ei ole kovin tunnettu matemaatikkona, mutta yrittäessään ympyrän
neliöintiä hän käytti paljon Arkhimedeen metodia muistuttavaa tapaa rat-
kaistakseen ongelman. Hän käytti säännöllisten monikulmioiden ulko- ja sisä-
puolille piirrettyjä ympyröitä, eli toisinpäin, kuin Arkhimedes. Vaikka Cusa-
nuksen yritykset neliöidä ympyrä epäonnistuvat, löysi hän luvulle pi hyvän
arvion. Toistetaan nyt Cusanuksen työ modernin matematiikan keinoin.[10]
Kuva 7: Neliön sisä- ja ulkopuolelle piirretyt ympyrät.
Cusanus lähti liikkeelle neliöstä aina kaksinkertaistaen monikulmion si-
vut. Hän käytti monikulmioita, joiden piirin pituus oli 2. Olkoon nyt neliön
piiri p4, neliön sivun pituus a4, sisäpuolelle piirretyn ympyrän säde h4 ja ul-
kopuolelle piirretyn ympyrän säde r4. Koska p4 = 2 = 4 · a4, a4 = 12 . Tällöin
h4 =
a4
2
=
1
4
ja r4 =
√
h24 +
(a4
2
)2
=
√
2
4
.
Koska selvästi nähdään, että neliön piirin pituus on jotain ympyrän kehien
pituuksein välissä saadaan
Csis < p4 < Culko
⇔ 2pih4 < 2 < 2pir4
⇔ pih4 < 1 < pir4
⇔ h4 < 1
pi
< r4
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Käänteislukuen ottaminen luvuista kääntää epäyhtälön, joten saadaan
1
r4
< pi <
1
h4
.
Aikaisempien r4:n ja h4:n arvojen perusteella saadaan luku pi haarukoitua vä-
lille 2, 8284 < pi < 4. Tämä on hyvin karkea arvio, joten kaksinkertaistetaan
neliön sivut.
Kuva 8: Kahdeksankulmion sisä- ja ulkopuolelle piirretyt ympyrät.
Kahdeksankulmiollakaan ei päästä kovin tarkkaan lopputulokseen, sillä
luku pi jää tällöin välille [3,0614;3,3137]. Siirrytään seuraavaksi tarkastele-
maan yleistä tapausta, jonka kuva löytyy seuraavalta sivulta.
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Kuva 9: Yleinen tapaus.
Olkoon janat AB = an, DA = DB = rn ja DH = hn. Kaksinkertais-
tamalla n-kulmion (violetti) sivut saadaan säännöllinen 2n-kulmio(harmaa).
Olkoon nyt E janan AG ja F janan BG keskipisteet. Tällöin jana EF = AB
2
,
joten jana EF on 2n-kulmion(vihreä), jonka piirin pituus on 2, sivu. Tästä
seuraa, että DG = DA = rn, DE = DF = r2n ja DI = h2n.
Koska I on janan HG keskipiste saadaan
h2n =
hn + rn
2
. (5)
Kolmiot DEG ja DEI ovat yhdenmuotoisia, koska niillä on kolme sa-
mankokoista kulmaa. Voidaan siis kirjoittaa
DE
DI
=
DG
DE
⇔ DE2 = DG ·DI ⇔ r2n =
√
rn · h2n. (6)
Nyt alkuarvojen h4 = 14 ja r4 =
√
2
4
ja kaavojen 5 ja 6 avulla saadaan las-
kettua luvulle pi likiarvo.[10] Lähteiden perusteella ei ole selvää kuinka pit-
källe Cusanus tämän menetelmän vei. Mutta joidenkin laskujensa perusteella
Cusanus määritti pi:lle likiarvon 3,1423[4].
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5.5 Muita Arkhimeden metodiin liittyviä tuloksia
Tämän luvun tulokset löytyvät pääosin teoksesta [1].
Persialainen astronomi Al-Khashî laski noin vuonna 1430 2pi:n likiarvon
16 desimaalin tarkkuudella:
2pi = 6, 2831853071795865.
Tämä oli paras likiarvo seuraavat 180 vuotta. Hän käytti arvon laskemiseen
monikulmioita, joissa oli 3 · 228 sivua. Vaikka Al-Khashî käytti periaatteessa
samaa tekniikkaa kuin Arkhimedes, lähestyi hän laksujaan eri näkökulmas-
ta. Hän laski laskunsa seksagesimaalijärjestelmässä ja tarkkaili tuloksiaan
virheiden varalta. Lopulta hän muutti likiarvonsa desimaalijärjestelmään.
Vuonna 1579 harrastelija matemaatikko Viète selvitti pi:lle yhdeksän de-
simaalia. Laskuissaan hän yhdisti Arkhimedeen metodia ja trigonometriaa ja
käytti 3 · 217 sivuisia monikulmioita saaden seuraavan tuloksen
n · sin 180
n
< pi < n · tan 180
n
|n = 393216
3, 1415926535 < pi < 3, 1415926537.
Monet alankomaalaiset matemaatikot laskivat pi:lle likiarvoja. Vuonna
1593 Adrian van Romanus sai laskettua pi:lle 15 oikeaa desimaalia käyttäen
230 sivuisia monikulmioita[10]. 1500- ja 1600- lukujen vaihteessa Ludolph van
Ceulen laski pi:lle 20-desimaalisen likiarvon käyttäen 60 · 233 sivuisia ympy-
rän sisälle ja ulkopuolelle piirrettyjä säännöllisiä monikulmioita. Hänen kuo-
lemansa jälkeen löydettiin vielä laskuja, joissa luku pi oli laskettu 32 ja 35
desimaaliin saakka. 35 desimaalin tarkkuuteen Ceulen pääsi käyttäen 262 si-
vuisia monikulmioita.
Vuonna 1630 Grienberger laski pi:lle 39-desimaalisen likiarvon käyttäen
Snellin metodia, joka perustui seuraavaan epäyhtlöön
3 sin θ
2 + cos θ
< θ < 2 sin
θ
3
+ tan
θ
3
.
1600-luvulta lähtien matemaatikkojen käyttöön kehittyi geometristen kei-
nojen lisäksi analyyttisiä keinoja, jotka olivat geometrisiin keinoihin nähden
paljon näppärämpiä ja mahdollistivat aikaisempaa useampien desimaalien
laskemisen luvulle pi. Näin ollen Arkhimedeen metodin korvasivat erilaiset
sarjakehitelmät.
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6 Äärettömät ilmaisut
Luvun tiedot on koottu teoksesta [1].
Ensimmäiset sarjakehitelmät luvulle pi voidaan sijoittaa 1400-luvun Inti-
aan. Sanskritin kielisistä teksteistä Yukti-Bhasa ja Yukti-Dipika on löydetty
pi:lle yhteensä kahdeksan erilaista sarjakehitelmää. Tekstit sisältävät sarjojen
lisäksi myös yksityiskohtaiset todistukset sarjoille. Nämä sarjat olivat myös
parempia, kuin ensimmäiset Eurooppalaisten myöhemmin kehittämät sarjat.
Esimerkiksi sarja
pi =
√
12
(
1− 1
3 · 31 +
1
5 · 32 −
1
7 · 33 +
1
9 · 34 − . . .
)
tuottaa vain 28 termillä pi:n likiarvon oikein 16 desimaalin tarkkuudella.
6.1 Äärettömät tulot
Edellisessä luvussa mainuttu Viète kehitti vuonna 1593 luvulle pi ensimmäi-
sen äärettömän tulon koko matematiikan historiassa:
2
pi
=
√
1
2
√
1
2
+
1
2
√
1
2
√√√√1
2
+
1
2
√
1
2
+
1
2
√
1
2
. . . .
Vièten sarja on erikoistapaus Eulerin kaksisataa vuotta myöhemmin ke-
hittämästä sarjasta:
sin θ
θ
= cos
θ
2
cos
θ
4
cos
θ
8
. . . cos
θ
2n
. . . ,
kun θ = pi
2
.
Vièten todistus pohjaa Arkhimedeen metodiin: pi on säännöllisten 2n-
kulmioiden pinta-alojen A2n raja-arvo, kun monikulmiot on piirretty ym-
pyrän sisään, jonka säde on 1. Olkoon nyt kulma 2θ säännöllisen n-kulmion
keskellä, kuten seuraavan sivun kuvasta 10 näkyy. Tällöin kulma θ on vastaa-
va 2n-kulmion kulma. An on n:n kolmion, kuten ABC, pinta alojen summa
seuraavasti
An = n sin θ cos θ ja A2n = 2n sin
θ
2
cos
θ
2
= n sin θ,
jolloin
An = A2n cos θ.
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Kuva 10: Osa ympyrästä, jonka sisälle on piirretty n- ja 2n-kulmiot.
Lähdetään nyt neliösta, eli siis alkuarvoista n = 4, A4 = 2 ja θ = pi4 , ja
iteroidaan seuraavasti
2 = A4 = A8 cos
pi
4
= A16 cos
pi
4
cos
pi
8
= . . . = A2n+1 cos
pi
4
cos
pi
8
. . . cos
pi
2n
,
jolloin, kun n lähestyy ääretöntä lähestyy A2n+1 lukua pi. Jakamalla pi:llä
saadaan alkuperäinen sarja[2]. Tämä Vièten sarja lähestyy lukua pi todella
nopeasti. Vain 25 termin jälkeen likiarvo on oikein jo 16 desimaalin tarkkuu-
della.
Vièten ääretöntä tuloa seurasi JohnWallisin kehittämä ääretön tulo vuon-
na 1655:
pi
2
=
2 · 2
1 · 3 ·
4 · 4
3 · 5 ·
6 · 6
5 · 7 . . . =
∞∏
n=1
4n2
4n2 − 1 .
Tämä on mielenkiintoista sikäli, että näiden lisäksi pi:lle on kehitetty hy-
vin vähän muita äärettömiä tuloja. Vaikka Wallisin sarja ei lähene lukua pi
yhtä nopeasti kuin Vièten, oli se ensimmäinen kerta, kun pi esiintyi ainoas-
taan rationaalilukuja sisältävän sarjan raja-arvona. Eräs todistus Wallisin
sarjalle löytyy toksesta [2].
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6.2 Ketjumurtoluvut
Ensimmäisen ketjumurtoluvun luvulle pi kehitti vuonna 1658 Brouncker. Hän
muokkasi seuraavan ketjumurtoluvun edellisessä luvussa maintun Wallisin
äärettömän tulon pohjalta
4
pi
= 1 +
12
2 +
32
2 +
52
2 + · · ·
Ei ole selvää miten Brouncker sai tämän tuloksen, sillä yli sata vuotta myö-
hemmin Euler oli ensimmäinen, joka systemaattisesti johti tämän ketjumur-
toluvun. Eräs todistus tälle murtoluvulle löytyy teoksesta [7, s. 134→]. Kos-
ka Brounckerin ketjumurtoluku pohjautuu Wallisin tuloon, ei sekään lähesty
lukua pi kovinkaan nopeasti.
Euler kehitti myös omia ketjumurtolukumuotoja luvulle pi:
4
pi
= 1 +
2
7 +
1 · 3
8 +
3 · 5
8 +
5 · 7
8 + · · ·
pi
2
= 1 +
2
3 +
1 · 3
4 +
3 · 5
4 +
5 · 7
4 + · · ·
Lopuksi vielä Gosperin suoraan luvulle pi laskema ketjumurtolukumuoto:
pi = 3 +
1
7 +
1
15 +
1
1 +
1
292 +
1
1 +
1
1 +
1
1 +
1
2 + · · ·
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6.3 Äärettömät sarjat
Isaac Newtonin ja Gottfried Wilhelm Leibnizin löydökset differentiaali- ja in-
tegraalilaskentaan liittyen 1600-luvun lopulla laittoivat alkuun buumin pi:n
sarjakehitelmien luomisessa. Vuonna 1665 Newton itsekin kehitti pi:lle sarja-
kehitelmän
pi = 24
(√3
32
+
∫ 1/4
0
√
x− x2dx
)
=
3
√
3
4
+ 24
( 1
12
− 1
5 · 25 −
1
28 · 27 −
1
72 · 29
−
∞∑
k=4
3 · 5 · · · (2k − 3)
4 · 6 · · · (2k) · (2k + 3)
1
22k+3
)
,
jonka avulla hän laski luvulle pi 15 desimaalia.
Vuonna 1671 James Gregory totesi perusteluitta ensimmäisen sarjakehi-
telmän arctanille seuraavasti. Jos r on ympyrän säde, a kaari ja t näihin
liittyvä tangentti on Gregoryn sarja
a = t− t
3
3r2
+
t5
5r4
− t
7
7r6
+
t9
9r8
− . . . ,
joka kirjoitetaan nykyään (r = 1):
arctanx = x− x
3
3
+
x5
5
− x
7
7
+
x9
9
− . . . .
Gregory ei itse sijoittanut kaavaansa x = 1, vaan Leibniz kehitti saman
sarjan itsenäisesti luoden siitä edelleen Leibnizin sarjan:
pi
4
= 1− 1
3
3
+
15
5
− 1
7
7
+
19
9
− . . . .
Abraham Sharp oli ensimmäinen, joka käytti vuonna 1699 Gregoryn sar-
jaa pi:n likiarvon laskemiseen. Gregoryn sarjassa hän korvasi x = tanpi/6 =√
1/3 ja tätä kautta löysi sarjan
pi
6
= arctan
√
3
3
=
√
3
3
(
1− 1
3 · 3 +
1
32 · 5 −
1
33 · 7 +
1
34 · 9 − . . .
)
.
Sarjan avulla hän laski pi:lle 71 desimaalia. Tämä oli ensimmäinen maailma-
nennätys, joka ei perustunut Arkhimedeen monikulmiometodiin.
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6.3.1 Euler
1700-luvun matematiikkaa dominoi Leonhard Euler ja hän kehitti paljon eri-
laisia sarjoja lukuun pi liittyen. Näistä ehkä kiehtovin on Eulerin identiteetti
eipi + 1 = 0,
joka sitoo yhteen nykymatematiikan tärkeimmät luvut. Euler itse kirjoitti
tämän kaavana eiz = cos z + i sin z, josta saadaan Eulerin identiteetti, kun
sijoitetaan z = pi. Euler tuotti pi:lle myös esimerkiksi seuraavan sarjakehitel-
män vuonna 1736
∞∑
k=1
1
k2
=
pi2
6
= 1, 64493406 . . . .
Todistuksena Euler pohti yhtälöä
sinx = 0.
sinx:lle hän käytti jo Newtonin tuntemaa sarjakehitelmää
sinx = x− x
3
3!
+
x5
5!
− x
7
7!
+ . . .
= x
(
1− x
2
3!
+
x4
5!
− x
6
7!
+ . . .
)
.
Jotta oikea puoli yhtälöstä olisi= 0, on joko x tai sulkulauseke nolla. sinx = 0
tunnetut ratkaisut x = ±pi,±2pi,±3pi, . . . pätevät myös sulkulausekkeelle,
jossa tunnettuja ratkaisuja vastaa x2 = pi2, 22pi2, 32pi2, . . .. Tämän jälkeen Eu-
ler käytti algebran lausetta, joka sanoo että polynomin 1 + a1x+ a2x+ . . .+
anx
n n:n ratkaisun käänteislukujen summa on yhtäsuuri kuin −a1, eli ensim-
mäisen asteen termin kertoimen negaatio. Esimerkiksi yhtälöllä
−1
6
(x− 1)(x− 2)(x− 3) = −1
6
x3 + x2 − 11
6
x+ 1 = 0
on ratkaisut 1, 2 ja 3, joiden käänteislukujen summa on 11
6
ja kuten nähdään,
tämän on myös ensimmäisen asteen termin negaatio.
Euler oletti, että tämän täytyy myös päteä sulkulausekkeessa olevalle ää-
rettömälle summalle, joka on tätä samaa muotoa, kun asetetaan y = x2.
Nähdään, että tällöin äärettömän summan ensimmäisen asteen termin ker-
toimen negaatio on 1
3!
= 1
6
. Tämän täytyy nyt siis olla yhtäsuuri ratkaisujen
käänteislukujen summan kanssa, eli saadaan
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1pi2
+
1
22pi2
+
1
32pi2
+ . . . =
1
6
.
Kun yhtälö kerrotaan puolittain pi2, saadaan alukssa mainittu Eulerin sar-
jakehitelmä. Teoksessaan Introductio in analysin infitorium Euler esitti tar-
kemman todistuksen käsitellylle summalle. Teos sisältää paljon erilaisia sar-
jakehitelmiä myös esimerkiksi näille pi:n potensseille: pi3, pi4 ja pi6.
Vuonna 1779 Euler käytti omaa arctan kaavansa ja laski tätä käyttäen
pi:lle 20-desimaalisen likiarvon
pi
4
= 5 arctan
1
7
+ 2 arctan
3
79
.
Muita Eulerin kehittämiä sarjoja luvulle pi ovat esimerkiksi
pi = lim
n→∞
4
n2
n∑
k=0
√
n2 − k2 (v.1738)
pi4 =
9
680
∞∑
k=0
1
k4
(
2k
k
) (v.1738)
pi4
96
= 1 +
1
34
+
1
54
+
1
74
+ · · · (v.1748)
6.3.2 Machinin kaava
Vuonna 1706 John Machin kehitti oman arctan kaavansa. Hän oli ensimmäi-
nen, joka käytti kahden arctan sarjan yhdistelmää yhdessä lausekkeessa
pi = 16 arctan
1
5
− 4 arctan 1
239
.
Kaavan avulla Machin laski uuden mailmanennätyksen, laskemalla pi:lle 100-
desimaalisen likiarvon. Arctan ilmaisunsa Machin laski Gregoryn sarjasta
arctan
1
x
=
1
x
− 1
3x3
+
1
5x5
− · · ·
sijoittamalla x paikalle ensin 5 ja sitten 239. Machin ei itse julkaissut tu-
lostaan, vaan se julkaistiin William Jonesin teoksessa Synopsis Palmariorum
Mathesos, jossa myös itse symboli pi esiintyi ensimmäistä kertaa nykyisessä
käyttötarkoituksessaan.
Seuraavat 250 vuotta Machinin kaava ja sen muunnokset olivat paras tapa
laskea pi:lle desimaaleja. Vielä ensimmäiset tietokoneillakin lasketut laskut
perustuivat näihin arctan kaavoihin.
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Machinin jälkeen moni muukin matemaatikko lähti rikkomaan pi:n desi-
maalien maailmanennätystä. Tosin mitä pidemmälle edettiin, sitä todennä-
köisempää oli, että laskuihin tulee virheitä. Useimmiten nämä virheet huo-
mattiin aina uuden maailmaennätyksen syntyessä. Vuonna 1719 Fautet de
Langy laski pi:lle 127-desimaalisen likiarvon, mutta hänen 122. desimaalis-
saan huomattiin virhe, kun Vega vuonna 1789 rikkoi Langyn ennätyksen.
Vega itsekin teki virheitä, sillä vuoden 1789 ennätyksen 143 desimaalista
vain 126 olivat oikeita. Hän kuitenkin paransi ennätystään vuonna 1794, kun
han laski pi:lle 136 oikeaa desimaalia.
Vuonna 1840 Zacharias Dase vieraili Lutz von Strassnitzkyn luennoilla.
Dase oli kuuluisa päässälaskutaidoistaan ja Strassnitzky suostutteli hänet
tekemään tutkimusta, lähinnä laskemaan pi:n likiarvoa. Alle kahdessa kuu-
kaudessa Dase oli asettanut uuden maailmanennätyksen laskemalla pi:lle 200
desimaalia. Hän käytti laskuissaan seuraavaa kaavaa
1
4
pi = arctan
1
2
+ arctan 15 + arctan 18.
6.3.3 Viimeiset käsinlasketut tulokset
William Shanks laski pi:lle neljä likiarvoa. Vuonna 1851 hän laski ensin 315
ja tämän jälkeen 530 desimaalia. Kaksi vuotta myöhemmin hän oli laskenut
jo 607 desimaalia ja vihdoin vuonna 1873 hän oli päässyt 707 desimaaliin.
Vuonna 1853 hän julkaisi kirjan, jossa oli lueteltuna kaikki 607 desimaalia
ja tarkat laskut 530 desimaaliin saakka. Vuonna 1946 Daniel Ferguson todis-
ti, että Shanksin laskuissa oli virhe 528. desimaalin kohdalla, joten Shank-
sin parhaimmaksi tulokseksi ja sen aikaiseksi maailmanennätykseksi jäi 527-
desimaalinen likiarvo.
Shanksin laskut olivat todennäköisesti viimeisiä kynällä ja paperilla suo-
ritettuja laskuja pi:n likiarvon osalta. Vuonna 1947 Ferguson laski taskulas-
kimen avulla pi:lle 710-desimaalisen likiarvon[10]. Viimeisen maailmanennä-
tyksen, jota ei laskettu tuietokoneiden avulla, tuottivat vuonna 1949 Wrench
ja Smith, jotka laskivat pi:lle 1120 desimaalia.
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7 Tietokoneiden aikakausi
Luvun tiedot on koottu teoksista [1] ja [10].
Tietokoneiden tulo matematiikkaan 1940-luvulla kiihdytti luvun pi desi-
maalien laskemista huomattavasti. Vuonna 1949 Reitwiesner kumppaneineen
ohjelmoi ENIAC-tietokoneen laskemaan pi:lle 2 037 desimaalia käyttäen John
Machinin arctan kaavaa. Tietokoneella kului laskujen suorittamiseen 70 tun-
tia. Vuonna 1957 F.E. Felton yritti laskea pi:lle 10 000 desimaalia, mutta
sai vain 7 480 oikein. 10 000 desimaalin rajapyykissä onnistui seuraavana
vuonna Francois Genuys, jonka tietokone lalki kyseiset desimaalit vain 100
minuutissa.
100 000 desimaalin rajapyykki saavutettiin muutamaa vuotta myöhem-
min, kun kesäkuussa 1961 Daniel Shanksin ja John W. Wrenchin tietokone
laski desimaalit 8 tunnissa ja 43 minuutissa. Heilläkin oli käytössään vain
arctan sarja. Samaa sarjaa käytettiin vielä vuonna 1973, kun laskuissa pääs-
tiin jo yli miljoonan desimaalin. Guilloudin ja Bouyerin tietokoneella kesti
23 tuntia ja 18 minuuttia laskea 1 001 250 desimaalia luvulle pi.
Entistä suurempien desimaalimäärien laskeminen mahdollistui 1980-luvulla,
kun tapahtu kaksi läpimurtoa. Vuonna 1965 kahden pitkän luvun kertominen
keskenään helpottui huomattavasti. John W. Tukey ja James W. Cooley ke-
hittivät nopeaan Fourier muunnokseen perustuvan algoritmin, joka nopeutti
pitkien lukujen kertolaskua. Vaikka Tukey ja Cooley kehittivät algoritminsa
itsenäisesti ja tekivät sen kuuluisaksi, oli Gauss keksinyt vastaavan algorit-
min jo 1800-luvulla. Toinen tärkeä löytö oli uusien algoritmien löytö, jotka oli
kehitetty nimenomaan pi:n desimaalien laskemiseen. Tälläisia olivat Rama-
nujan vuonna 1914 kehittämät sarjat, jotka lähestyivät pi:tä todella nopeasti,
esimerkiksi
1
pi
=
√
8
9801
∞∑
n=0
(4n)!
(n!)4
· [1103 + 26390n]
3964n
.
Ja Gaussin AGM (arithmetic-geometric mean) algoritmi, joka jokaisella ite-
rointikierroksella tuplaa oikeiden desimäälien määrän luvun pi likiarvossa.
Vuonna 1985 vielä Borweinin veljekset julkaisivat oman, pi:n laskemiseen tar-
koitetun algoritminsa, joka jokaisella iterointikierroksella nelinkertaistaa oi-
keiden desimaalien määrän.
Modernia matematiikkaa käyttäen Gaussin AGM kaava näyttää seuraa-
valle
pi =
2AGM2(1, 1√
2
)
1
2
−∑∞k=1 2kc2k ,
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jossa c on suoraan kytköksissä AGM:n. AGM on kahden luvun aritmeetti-
sen ja geometrisen keskiarvon keskiarvo ja sen laskemiseksi tarvitaan ääretön
määrä askelia. AGM toimii seuraavasti
Alkuarvot:
a0 := a
b0 := b
Iteroi(k = 1, 2, 3, . . .):
ak+1 :=
ak + bk
2
bk+1 :=
√
ak · bk,
jolloin ak ja bk lähestyvät samaa raja-arvoa AGM(a,b).
Gaussin AGM kaava on suoraan käännettävissä pi:n algoritmiksi
Alkuarvot:
a0 := 1
b0 := 1/
√
2
s0 := 1/2
Iteroi (k = 0, 1, 2, . . . , K − 1):
t := ak
ak+1 := (ak + bk)/2
bk+1 :=
√
tbk
c2k+1 := (ak+1 − t)2
sk+1 := sk − 2k+1c2k+1
Laske pi:lle likiarvo:
piK =
(aK + bk)
2
2sK
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Broweinin veljesten iterointimenetelmä taas kulkee seuraavasti
Alkuarvot:
y0 :=
√
2− 1
a0 := 6− 4
√
2
Iteroi (k = 0, 1, 2, . . .):
yk+1 =
1− 4√1− y4k
1 + 4
√
1− y4k
ak+1 = ak(1 + yk+1)
4 − 22k+3yk+1(1 + yk+1 + y2k+1),
jolloin ak lähestyy 1pi .
Näiden löytöjen ansiosta vuosien 1981 ja 1999 välillä pi:n desimaalien
maailmaennätys rikottiin yhteensä 26 kertaa ja desimaalien määrä kasvoi
noin kahdesta miljoonasta yli 206 miljardiin, katso taulukko 2.
Tällä aikavälillä eniten ennätyksiä ovat rikkoneet Yasumasa Kanada sekä
Chudnovskyn veljekset. Kanada johtaa Tokion yliopistossa Kanada labora-
toriota, ja on käyttänyt laskujensa suorittamiseen erityisiä supertietokoneita
ja hienostuneempia versioita Borweinien algoritmeista. Vuonna 2002 päästiin
luvun pi likiarvossa jo yli biljoonan, kun Kanadan supertietokone laski pi:lle 1
241 100 000 000 desimaalia. Chudnovskyn veljekset laskivat omat tuloksensa
m-zeroksi kutsutulla kotitietokoneella, jonka he itse kokosivat tavaratalois-
ta ostetuilla osilla. Ekspertit eivät ilmeisesti kuitenkaan täysin luottaneet
Chudnovskyjen tuloksiin.
Muita maailmanennätyksen haltijoita tältä ajalta on vain kaksi. Vuonna
1985 Gosper laski pi:lle 17 miljoonaa desimaalia käyttämällä Ramanujan sar-
jaa. Hän ensin laski pi:lle äärettömän ketjumurtoluvun, mutta joutui myö-
hemmin muuttamaan sen desimaaliluvuksi, jotta tulos pystyttiin tarkista-
maan. Gosperin laskusta oli tosin hyötyä, koska näin pystyttiin varistamaan,
ettei itse pi:n ketjumurtoluku noudata minkäänlaista kaavaa.
Toinen oli David Bailey, joka työskentelee tutkijana NASA:lla ja on yksi
BBP algoritmin kehittelijöistä Peter Broweinin ja Simon Plouffen lisäksi. Tä-
tä algoritmia käyttäen hän laski pi:lle yli 29 miljoonaa desimaalia 28 tunnissa.
BBP algoritmi pohjautuu seuraavaan sarjakehitelmään
pi =
∞∑
n=0
1
16n
( 4
8n+ 1
− 2
8n+ 4
− 1
8n+ 5
− 1
8n+ 3
)
.
Todistus sarjalle löytyy teoksesta [1, s. 119]. BBP algoritmi on sikäli mielen-
kiintoinen, että se mahdollisti ensimmäistä kertaa mimnkä tahansa yksittäi-
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sen heksadesimaalijärjestelmän desimaalin laskemisen luvulle pi. Samoin al-
goritmi mahdollistaa pi:n likiarvon laskemisen mistä tahansa heksadesimaali-
järjestelmän desimaalista eteenpäin laskematta yhtäkään edellistä desimaa-
lia.
Vuoden 2009 jälkeen pi:n desimaalien selvittäminen on siirtynyt kotiko-
neille, jotka on rakennettu kaupallisesti saatavilla olevista osista [11]. Shigeru
Kondo rikkoi maailmanennätyksen useampaan kertaan käyttämällä vapaasti
ladattavissa olevaa y-crucher ohjelmaa. Tämänhetkistä maailmanennätystä
pitää hallussaan nimimerkki "houkouonchi", joka laski luvulle pi yli 13 bil-
joonaa desimaalia 208 päivässä. y-cruncerilla on laskettu muillekin vakioille
maailmanennätyksiä, kuten esimerkiksi e,
√
2 ja log 10.
Koska nykyään on jo suhteellisen helppoa laskea pi:lle äärettömän tarkko-
ja likiarvoja, eivät tietokonetutkijat ole enää pelkästään kiinnostuneita las-
kemaan enemmän desimaaleja. pi:n laskemisella he testaavat tietokoneidensa
tehokkuutta, kuinka nopeasti, tarkasti ja kuinka pitkälle mikäkin tietokone
tai tietokoneohjelma pääsee pi:n arvon laskemisessa. Luku pi on kiehtonut
matemaatikkoja kuitenkin niin pitkään, että tulevaisuudessa nykyinen desi-
maalien maailmanennätys tullaan rikkomaan varmasti vielä monta kertaa.
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8 Yhteenveto
Taulukko 1: Luvun pi likiarvon kehitys ennen tietokoneita
Milloin Kuka Arvio
2000-600 eaa. Babylonialaiset 3,125
1650 eaa. Muinaiset Egyptiläiset 3,16049 . . .
600 eaa. Muinaiset Intialaiset 3,0883. . .
550 eaa. Raamattu 3,1416
250 eaa. Arkhimedes 3, 14085 . . . < pi < 3, 14286 . . .
150 Ptolemy 377
120
= 3, 1416 . . .[1]
260 Liu Hui 3,1416
1220 Fibbonacci 864
275
= 3, 14181 . . . [1]
1400-luku Nicolaus Cusanus 3,1423
1430 Al-Khashî 16 desimaalia
1579 Francois Viète 9 desimaalia
1593 Adrian van Romanus 15 desimaalia
1615 Ludolph van Ceulen 35 desimaalia
1630 Christoph Grienberger 39 desimaalia
1665 Isaac Newton 16 desimaalia
1699 Abraham Sharp 71 desimaalia
1706 William Jones Symbolin pi ensiesiintyminen
1706 John Machin 100 desimaalia
1710 Thomas Fantet de Lagny 112 desimaalia
1766 Johann Heinrich Lambert Todistus luvun pi irrationaalisuu-
desta
1794 Jurij Vega 136 desimaalia
1844 Dase ja Strassnitzky 200 desimaalia
1873 William Shanks 527 desimaalia
1882 Ferdinand von Lindemann Todistus luvun pi transkendentti-
suudesta
1910 Srinivasa Ramanujan Löysi monta nopeasti lukua pi
lähenevää sarjaa, jotka nykyään
ovat pohjana nopeimmille tieto-
konealgoritmeille
1947 D. F. Ferguson 710 desimaalia (taskulaskimella)
1949 Smith ja Wrench 1120 desimaalia (taskulaskimella)
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Taulukko 2: Luvun pi likiarvon kehitys tietokoneiden käyttöönoton jälkeen
[10], [11], [1]
Milloin Kuka Aika Oikeat desimaalit
1949 Reitwiesner et al. 70 tuntia 2 037
1954 Nicholson ja Jeenel 13 minuuttia 3 092
1958 Francois Genuys 100 minuuttia 10 000
1961 Daniel Shanks ja Wrench 8 h 43 min 100 265
1966 Guilloud ja Filliatre 41 h 55 min 250 000
1967 Guilloud ja Dichampt 44 h 45 min 500 000
1973 Guilloud ja Bouyer 23 h 18 min 1 001 250
1981 Miyoshi ja Kanada 137 h 20 min 2 000 036
1982 Tamura ja Kanada 2 h 21 min 4 194 288
1982 Tamura ja Kanada 6 h 48 min 8 388 576
1982 Tamura, Kanada ja Yoshino alle 30 tuntia 16 777 206
1985 Bill Gosper ? 17 526 200
1986 David H. Bailey 28 tuntia 29 360 111
1986 Tamura ja Kanada 6 h 36 min 33 554 414
1986 Tamura ja Kanada 23 tuntia 67 108 839
1987 Tamura, Kanada ja Kubo 35 h 15 min 134 217 700
1989 Chudnovsky ja Chudnovsky ? 525 229 270
1989 Chudnovsky ja Chudnovsky ? 1 011 196 691
1991 Chudnovsky ja Chudnovsky ? 2 260 000 000
1994 Chudnovsky ja Chudnovsky ? 4 044 000 000
1995 Takahashi ja Kanada 116 h 38 min 6 442 450 938
1997 Takahashi ja Kanada n. 29 tuntia 51 539 600 000
1999 Takahashi ja Kanada ? 67 719 470 000
1999 Takahashi ja Kanada 37 h 21 min 206 158 430 000
2002 Kanada ja tiimi n. 600 tuntia 1 241 100 000 000
2009 Takahashi et al. n. 29 tuntia 2 576 980 377 524
2010 Kondo 90 päivää 5 000 000 000 000
2011 Kondo 371 päivää 10 000 000 000 000
2013 Kondo 94 päivää 12 100 000 000 050
2014 "houkouonchi" 208 päivää 13 300 000 000 000
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